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Laplaceov transformat periodicnih funkcija

U]

| !
| \
| !
| |

0 T 2T 3T t

Ako je f(t) periodi¢ka funkcija perioda 7. Onda vrijedi

T
f(t) u(t)o—e L /0 et f(t)dt.

1—esT

J

Izvod na predavanjima.
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Primjer 29
Odredite Laplaceov transformat funkcije zadane donjim grafom.
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Primjer 29
Odredite Laplaceov transformat funkcije zadane donjim grafom.

—e—25(2s
Ri: iy
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Primjer 29
Odredite Laplaceov transformat funkcije zadane donjim grafom.

.. 1—e25(2541)
Ri: ==y

Primjer 30 (*)
Odredite £ {|sint|u(t)}.




Primjer 29
Odredite Laplaceov transformat funkcije zadane donjim grafom.

.. 1—e=25(2s41)
Ri: ==y

Primjer 30 (*)

Odredite £ {|sint| u(t)}. Rj: |sint|u(t)0—0%
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Inverzna transformacija




Primjer 31

Rijesi diferencijalnu jednadzbu s pocetnim uvjetom :

0£ / Ji”’gt)—i—f'(t):sint—i-et,
/ J0)=0, f(0)=0.

4= T Sk s
L o= sT(s — £0) 2 & ore A
U o= ¢ €(9) - CRLN - £ S-1

\

\
L = —
N\ EFo+ sFo EIPR

1 '/{ v & /(
-‘F(ﬂ S4S \ = i—-—\*,_
1 1 CEEP

sy M _ Tﬁ% \; (56
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Primjer 31

Rijesi diferencijalnu jednadzbu s pocetnim uvjetom :

f"(t) + f'(t) = sint + €,
f0)=0, f'(0)=o0.

Stavimo f(t)o—e F(s). Pa vrijedi:

32



Primjer 31

Rijesi diferencijalnu jednadzbu s pocetnim uvjetom :

f"(t) + f'(t) = sint + €,
f0)=0, f'(0)=o0.

Stavimo f(t)o—e F(s). Pa vrijedi:
f'(t)o—esF(s) — f(0) = sF(s)

32



Primjer 31

Rijesi diferencijalnu jednadzbu s pocetnim uvjetom :

f"(t) + f'(t) = sint + €,
f0)=0, f'(0)=o0.

Stavimo f(t)o—e F(s). Pa vrijedi:
f'(t)o—esF(s) — f(0) = sF(s)

f'(t)yo—es*F(s) — sf(0) — f'(0) = s*F(s).

32



Primjer 31

Rijesi diferencijalnu jednadzbu s pocetnim uvjetom :

f"(t) + f(t) = sint + €,
f(0)=0, f(0)=o0.

Stavimo f(t)o—e F(s). Pa vrijedi:
f'(t)o—esF(s) — f(0) = sF(s)
f”(t)o—'s2 (5) = 5£(0) = f'(0) = s°F(s).

Znamo i sint + et o—e

2+1 - Stoga vrijedi

1 1 s+ s?

82F(8)+3F(8)232+1+3—1:(S—l)(32+1)

1

odnosno F(s) = GoDETD

32



Inverzna transformacija

Da bismo dobili rjeSenje diferencijalne jednadzbe jos je potrebno odrediti funkciju f(¢)

za koju vrijedi f(t)O—O( 1

(s=D(s?+1)"
Primjer 32
{ |
Odredite funkciju f(t) &iji je transformat F'(s) = m - g/\— .
- NN
R\

R\ - >((
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Inverzna transformacija

Da bismo dobili rjeSenje diferencijalne jednadzbe jos je potrebno odrediti funkciju f(¢)

za koju vrijedi f(t)o—e m
Primjer 32

Odredite funkciju f(t) ¢iji je transformat F(s) = m

- 1 t_ st—sin
Rj. (871)(82+1). o€ cos2t S tu(t) ,_,r,L Nt
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Inverzna transformacija

Da bismo dobili rjeSenje diferencijalne jednadzbe jos je potrebno odrediti funkciju f(¢)

za koju vrijedi f(t)O—O( 1

s—1)(s2+1)"
Primjer 32
Odredite funkciju f(t) &iji je transformat F'(s) = m
. et —cost—sin
Rj: (371)%32“) o—o E=con=sint y(t)

et —cost—sint u(t) .

Stoga je rjeSenje prethodne diferencijalne jednadzbe f(t) = 5

83



Primjer 33 A i / oy (2o
3s+1 —
Pronadite original funkcije F(s) = D T sy )

o - —[ Nema aJw\_\,\
w-)abvlc\
Vorh = AGOIFLere) (-0
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’<Sl> < O = k% 1= Ax e /’@
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Primjer 33

3s+1

Pronadite original funkcije F'(s) = eEsyiEEsyE

Rj:

3s+1

(s—1)(s2+1)

o——o(2e! — 2cost +sint) u(t)

34



Primjer 33

Pronadite original funkcije F'(s) el

~ DD

Rj: % o—o(2e! — 2cost + sint) u(t)

Primjer 34

Pronadite originale donjih funkcija:

(a) -

S

34



Primjer 33

Pronadite original funkcije F(s) = (s—i}))s(itém
Rj: % o—o(2e! — 2cost + sint) u(t)
Primjer 34
Pronadite originale donjih funkcija:
1

a g O—Ou(t),

s—2 % S
b) ——M € st
()(5—2)2+1’—° Q2 +'\H 5%

e f(t)yo—e F(s —a) =

34



Primjer 33

Pronadite original funkcije F(s) = (s—i}))s(itém
Rj: % o—o(2e! — 2cost + sint) u(t)
Primjer 34
Pronadite originale donjih funkcija:
1
(a) S o—ou(t),
5—2 o “l s
(b) m o—O¢e COStU(t), ﬁ_—\
1 g’sk Wk .
P - St ¢
(c) GroE 1l T o N
\/__J
I ICLED)

34



Primjer 33

Pronadite original funkcije F(s) = (s—i}))s(itém
Rj: % o—o(2e! — 2cost + sint) u(t)
Primjer 34
Pronadite originale donjih funkcija:
1
(a) S —ou(t),
s—2 o
(b) m o—O¢e COSt’U,(t),
1 et .
(C) m &—O¢ tSlntU(t),

(d) jjjl o tos (£-7) ull-2)

a=3
f(t —a)u(t —a)o—ee *"F(s)
S <
—o s
She A

34



Primjer 33

_ 3s+1
= (s=D(s?+D)-

Rj: % o—o(2e! — 2cost + sint) u(t)

Pronadite original funkcije F'(s)

Primjer 34

Pronadite originale donjih funkcija: -

1 t—a)u(t — (110—0(‘ “F(s)
(a) — U(t), t

S — e f(t)yo—e F(s—a)

— 2 =
(b) (5—522 T F costu(t),

1
(C) m .—OB_Bt Sintu(t),
—3s
(d) S +—ocos(t = 3)u(t - 3), gLiA — tnt
_9fe—3s Zk-2)
——— —

(¢)
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Primjer 33

Pronadite original funkcije F'(s) el

— G-1)(s2+D)°
Rj: % o—o(2e! — 2cost + sint) u(t)

Primjer 34
Pronadite originale donjih funkcija:

(a) ~ e—ou(t),

(b)

— 2
i e—oe? costu(t),
(c)

(s—2)2+1
1
(s+5)2+1
56—35
s2+1
(s —2)e 3

(s—2)2+1

o——oe Otsintu(t),

(d)
(¢)

e—ocos(t — 3) u(t — 3),

o—0e2(t3) cos(t — 3) u(t — 3).
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Primjer 35

Odredite original od F(s) = %.
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Primjer 35

. PR . se—s
Odredite original od F(s)t—1 65716575 - .
. se—S g =" t—1 . 1, 5L .1 .
Ri: 525655 C1ge ° cos‘u(t—1)+ge? sin*ut—1)
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Primjer 35

Odredite original od F(s)t = m.
Rj: 1&9267125+5°—01662 cos Sl u(t — 1)+ 3 les sin =L Lu(t—1)
Primjer 36 (DZ) Y sy

Odredite original od F(s) = %ré) 6%/& = et o

1
AL AN D= W-Uac=h-4=-1<o
veR. —

NMes-
ot o "
\’M\o Lw Y o<
-
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Primjer 35

Odredite original od F(s)t_:1 %. »

Rj: 163+125+5 ——okte costlu(t—1)+ ez sin L u(t —1)
Primjer 36 (DZ)

Odreditetoriginal od F(s) = (S;QB—:%IS

Rj: [6_77r cos ‘/73(15 —m) + \/Lge_77r sin ‘/7§(t - ﬂ)] u(t —m)
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Primjer 35

Odredite original od F(s)t = m.
Rj: 163267123+E>°—01662 cos Sl u(t — 1)+ 3 les sin =L Lu(t—1)

Primjer 36(DZ
Odredite original od F(s) = (e ™

s2+4s+1
Rj: [e_ 2 Cos \g(t —7)+ %e‘t%ﬂ sin ?(t - W)] u(t — )

Primjer 37 | & ‘o - v
rimjer 37 (Ao 3 voduvon e pare ML&7)> LA (S SIIPPY

Odredite original od F(s) = 82+;_8’+3. :(M")(&’rl) Bl
A+3% o \
\=—
1 A ! [ 1 Sz -
—_— = &\—/-t—""‘-(,D.%) = /z_ + L \_L_)
(AxN)(an) +A Axd . Ax 242

85
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Primjer 35

. P _ Se_s
Odredite original od F'(s )t—1 T67 16515
Rg se”*® t—1 o
Rj: 16- 165+5.—016€ 2 cos ‘- ult 1)—1— 15 gin i1

Primjer 36 (DZ)

Odredite original od F(s) = (S;QB%

Rj: [e_t2 cos \g(t—ﬁ)—i—%e_t%ﬂ sin@(t—ﬂ)] u(t —m)
Primjer 37
Odredite original od F(s) = m.
- =t =3
Rj: <~

Lu(t - 1)
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Primjer 35

Odredite original od F(s)t = m.
Rj: 1&9267125+5°—01662 cos Sl u(t — 1)+ 3 les sin =L Lu(t—1)

Primjer 36 (DZ)
Odredite original od F(s) = SFe ™

82+s+1
Rj: [e_t_Tﬂ cos ?(t —7)+ %e‘t%ﬂ sin @(t - w)] u(t — )
Primjer 37
Odredite original od F(s) = m.
- eft_673t
Rj: 5
Primjer 38 (DZ) e o >
Odredite original od F(s) = ﬁ)l(s—z) = Z v o + + <6 DI
S-1

"oy |,

UxYy swhw .



Primjer 35

. P _ Se_s
Odredite original od F(s)t = T -Tees
Ao se_*° t—1 _
Rj: 16- 163+5.—ol6€ = cos ‘- u(t—1) + e S gin =1

Primjer 36 (DZ)

Odredite original od F(s) = 30T,

Rj: [e‘t%ﬂ cos @(t —7)+ %e‘t%ﬂ sin @(t - ﬂ)] u(t — )

Primjer 37
Odredite original od F(s) = m.
- eft_673t
Rj: 5
Primjer 38 (DZ)
Odredite original od F(s) = ﬁ)l(s_z)

Lu(t - 1)



Teorem o konacnoj i pocetnoj vrijednosti

Pretpostavimo da f(¢) i f’(t) obje imaju Laplaceov transformat definiran za sve
s > 0. Ako postoje limesi hm f(t) = f(+oo) hm sF(s)i hm sF(s) onda
vrijedi
‘ oo (){5%81’ l)
gdje je f(t) . Stovise, isto vrijedi i ¢&im F(s) nema polova za Res >
. &\ W Cut
Izvod na predavanju. ‘& \\AL. Ny e Lk oo = Wby
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Teorem o konacnoj i pocetnoj vrijednosti

Pretpostavimo da f(¢) i f’(t) obje imaju Laplaceov transformat definiran za sve
s > 0. Ako postoje limesi t£+moof(t) = f(+00), sl_lf(r)lJr sF(s) i SEI—POO sF(s) onda

vrijedi

f(+o0) = lim sF(s) i f(0)= lim sF(s)

s — 0+ 5 — +00

gdje je f(t)o—e F(s). Stovie, isto vrijedi i ¢&im F'(s) nema polova za Res > 0.

Izvod na predavanju.

Primjer 39
Bez odredivanja f(t) odredite f f’fr‘) pri ¢emu Je\ t)
L~ g

L tes
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Teorem o konacnoj i pocetnoj vrijednosti

Pretpostavimo da f(¢) i f’(t) obje imaju Laplaceov transformat definiran za sve
s > 0. Ako postoje limesi t£+moof(t) = f(+00), sl_lf(r)lJr sF(s) i SEI—POO sF(s) onda

vrijedi

f(+o0) = lim sF(s) i f(0)= lim sF(s)

s — 0+ 5 — +00

gdje je f(t)o—e F(s). Stovie, isto vrijedi i ¢&im F'(s) nema polova za Res > 0.

Izvod na predavanju.

Primjer 39

Bez odredivanja f(t) odredite f(0) i f(4o00) pri &emu je f(t)o—e S%ii%
Rt f(0) =2, f(+o0) = 3

36



Konvolucija




Prisjetimo se: L{t} =

37



Prisjetimo se: L {t} = s%
ali pazi! £{t?} =L{t t} =

37



Prisjetimo se: L{t} = 5%
ali pazi! L{t?} =L{t t} =% #L{t} - L{t}.

37



Prisjetimo se: L{t} = 5%
ali pazi! L{t?} =L{t t} =% #L{t} - L{t}.

Ako je f(t)o—eF(s) i g(t)o—eG(s) onda NE VRIJED! pravilo:

e —

37



Prisjetimo se: L{t} = 5%
ali pazi! L{t?} =L{t t} =% #L{t} - L{t}.

Ako je f(t)o—eF(s) i g(t)o—eG(s) onda NE VRIJED! pravilo:

e —

Kojoj operaciji u gornjoj domeni odgovara mnozenje transformata u donjoj?

&:\"(-fgg)o‘_" ‘&'s) ‘ C’(S)



Konvolucija

Definicija
Ako su f(t) i g(t) dvije funkcije za koje vrijedi f(t) = g(t) =0 za ¢t < 0 onda
definiramo konvoluciju funkcija f i g u oznaci f * g kao funkciju

* = t T —7)dr
(reo)) = [ Grigtt—r)ar. M=

38
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Konvolucija

Definicija
Ako su f(t) i g(t) dvije funkcije za koje vrijedi f(t) = g(t) =0 za ¢t < 0 onda
definiramo konvoluciju funkcija f i g u oznaci f * g kao funkciju %&)
f‘ 1@ _J;)¥\
(:JG—,—’C) xtf)
Iy
j
Ako je f(t)o—e F(s) i g(t)o—eG(s) onda vruedl 4 <
(f K’*ﬂ
n-ogh #9 4
AN,
Bez izvoda.
’—/——;—,
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Primjer 40

Neka je g(t) = gjo,1)(t). Odredite g x g direktnim racunom. Zatim se uvjerite da

vrijedi L{g*g} = L{g} L{g}. \ﬁ 9
(fxg)(¢ /f (t—7)dr. P b

l_v-

€ (6
@:33%) . jo t\.;)(&-u) Lo :{
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Primjer 40

Neka je g(t) = gjo,1)(t). Odredite g x g direktnim racunom. Zatim se uvjerite da

vrijedi L{g* g} = L{g} L{g}- Rj: (g1 * 9j0,1)) () =

L,
2t
0,

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/6a/Convolution_of_box_signal _with_itself2.gif

0
1

/N
N

t
t

1
2

N
N

inace.
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Primjer 40
Neka je g(t) = gjo,1)(t). Odredite g x g direktnim racunom. Zatim se uvjerite da

t, 0<t<1
vrijedi L{g =g} = L{g} L{g}- Riz (gj0,1) * gp,))(t) =2 —¢, 1<t<2
0, inace.

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/6a/Convolution_of_box_signal _with_itself2.gif

Primjer 41
Neka je f(t) = e tu(t) i g(t) = gjo,1(t). Odreditei/*_g_ direktnim racunom. Zatim se
uvjerite da vrijedi L{f xg} = L{f} L{g}. N
A%
* i K w=+%-C
= o -0 T =
Rﬁ*“@ U&\ i &o < g["ln : 3 A _A,“_.,_« Olu\""’lt

39
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Primjer 40

Neka je g(t) = gjo,1)(t). Odredite g x g direktnim racunom. Zatim se uvjerite d

t, 0<t<1
vrijedi L{g =g} = L{g} L{g}- Riz (gj0,1) * gp,))(t) =2 —¢, 1<t<2

q v
0, inace.
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/6a/Convolution_of_box_signal with_itself2.gif

Primjer 41

Neka je f(t) = e fu(t) i g(t) = gjo,1)(t). Odredite f g direktnim ratunom. Zatj

uvjerite da vrijedi E *g} =L{f}L{g}.
t <0,
(frg)t)=q1-e", 0<t<1

(e—1)e?, t>1.

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/b/b9/Convolution_of_spiky_function_with_box2.gif

se
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[] Aeea under f(xait-) []
f(x)
at-o)
(f+a)t)

\\ oskow olar 3 =



Neka je g(t) = gjo,1(t). Odredite g * g direktnim ratunom. Zatim se uvjerite da
t, 0<t<l1

2—1, Ist<2
0,

vrijedi\L {g * g} = L{g} L {g}.\Rj: (g[(u] & g[().l])(t) =
W

inace.
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1
D=0-1tq=-4 <5
Primjer 42//

T =
Odredite original transformata F'(s) = ﬁ SR
- L L osink ;
=— ., —— o (pST ksin ff T sn{t0dY
&g‘w\) (}LM) o s '\Gc )J
Ik 3
Les Gint — fwrC(g;&w/C— m{g;.,\’t’) AT =
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Primjer 42
5
G+

o—o(sin x cos)(t) = Lt sintu(t)

Odredite original transformata F'(s) =

S s 1
(s24+1)2 241 s2+1

Izradunajte e’ x ef i direktno i preko Laplaceovih transformata.

Rj:

’ﬂ
\ o, | = ,,\_/ —O ’kE/
oon oS- A (e-0" =
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Primjer 42
s

Odredite original transformata F'(s) = i
s

o S S 1 ) '
Rj: (sZ+1)2 =271 211 e—o(sin * cos)(t) = %tsmtu(t)
Primjer 43

Izralunajte e’ = e! i direktno i preko Laplaceovih transformata. Rj: te! u(t)
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Rjesavanje diferencijalnih i
integralnih jednadzbi




Tehnika Laplaceove transformacije pomaze nam rjesiti:

= Linearne diferencijalne jednadzbe s konstantnim koeficijentima

o y'(t) +y(t) = sin(t)u(t)
' y(0) =1, y(0) =2

41



Tehnika Laplaceove transformacije pomaze nam rjesiti:

= Linearne diferencijalne jednadzbe s konstantnim koeficijentima
{y”(t) +y(t) = sin(t)u(?)
npr.
2

y(0)=1,4'(0) =
= Linearne integralne jednadzbe konvolucijskog tipa

- Wt
t S'M’U"\Qr "\ékg“
npr. y(t)—t2+/ sinTy(t —7)dr
— 2/\/\/_’\/
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Tehnika Laplaceove transformacije pomaze nam rjesiti:

= Linearne diferencijalne jednadzbe s konstantnim koeficijentima

N CUURORL OO
y(0) =1, y'(0) =2
= Linearne integralne jednadzbe konvolucijskog tipa

t
npr. y(t) =12 + / sinTy(t —7)dr
0
= Integro-diferencijalne jednadzbe
t
y'(t) —y(t) + / y(r)e tdr = costu(t)
0

y(0) =3

npr.
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Linearne diferencijalne jednadzbe s konstantnim koeficijentima

P.r.in:l-jer.44 - OW e

Rijesite jednadzbu: L Q
y'(t) + ) =€@ / J
y(0) =0, y'(0) =0

pri ¢emu je funkcija f(t) = u(t).
ok
y (g o gt\i(s)— s%(.,\ -r\b‘(o) = g“((s} stj(s) ‘\‘7(5) =)
Y(s) Isl ’r’(} = 1\:(5)

\ _ {
\{Q’\_ A ‘\ B (Kvy %
m
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Linearne diferencijalne jednadzbe s konstantnim koeficijentima

Primjer 44
Rijesite jednadzbu:

Primjer 45 (*)

Ako je f(t) proizvoljna funkcija, kako bismo zapisali opée rjeSenje gornje

diferencijalne jednadzbe?
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Linearne diferencijalne jednadzbe s konstantnim koeficijentima

Primjer 44
Rijesite jednadzbu:

Primjer 45 (*)

Ako je f(t) proizvoljna funkcija, kako bismo zapisali opée rjeSenje gornje

t
diferencijalne jednadzbe? Rj: y(t) = f(t) xsint = / f(T) sin(r —t)dr
L= — 0

=
—
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Primjer 46
Rijesite jednadzbu:

{y"(t) +y(t) = £(t) / L

pri &emu je funkcija f(t) = u(t).o—e L

W 0—07@;)
,\Q“QL\H gl\/(g) 'M&@’ “Al(o)=f\1h>— 5- %

" \{ks) -4 JN (&) = \I
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Primjer 46
Rijesite jednadzbu:

y(0) =1,4(0) =

pri ¢emu je funkcija f(t) = u(t). Rj: y(t) = (1 + 2sint)u(t)//

{y"(t) +y(t) = £(t)
2
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Linearne integralne jednadzbe konvolucijskog tipa

Primjer 47 (Gine + Y )
Rijesite jednadzbu: PP o SV /
t L
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Linearne integralne jednadzbe konvolucijskog tipa

Primjer 47
Rijesite jednadzbu:

Rj: (1)
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Integro-diferencijalne jednadzbe

Primjer 48
Rijesite jednadzbu: (B,(t) x Gnk)
FT__”)
"(t) —y(t in(t —7)dr = cost
{Z/() y()+/0y(7)sm( 7)dr = cos /o[/
y(0) = 0.
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Integro-diferencijalne jednadzbe

Primjer 48
Rijesite jednadzbu:

Y (t) —y(t) + / y(7) sin(t — 7)dr = cost
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[d Elezovi¢, Fourierov red i integral. Laplaceova transformacija. Element, Zagreb
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