




Laplaceov transformat periodičnih funkcija

Ako je 𝑓(𝑡) periodička funkcija perioda 𝑇 . Onda vrijedi

𝑓(𝑡) 𝑢(𝑡) c s 1
1 − 𝑒−𝑠𝑇

ˆ 𝑇

0
𝑒−𝑠𝑡 𝑓(𝑡) d𝑡 .

Izvod na predavanjima.
29



𝑓(𝑡) 𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑡 − 𝑇 ) 𝑢(𝑡 − 𝑇 ) + 𝑓(𝑡) 𝑔[0,𝑇 ](𝑡)
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Primjer 29
Odredite Laplaceov transformat funkcije zadane donjim grafom.
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Primjer 29
Odredite Laplaceov transformat funkcije zadane donjim grafom.

Rj: 1−𝑒−2𝑠(2𝑠+1)
𝑠2(1−𝑒−2𝑠)
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Primjer 29
Odredite Laplaceov transformat funkcije zadane donjim grafom.

Rj: 1−𝑒−2𝑠(2𝑠+1)
𝑠2(1−𝑒−2𝑠)

Primjer 30 (*)

Odredite ℒ {| sin 𝑡| 𝑢(𝑡)}.
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Primjer 29
Odredite Laplaceov transformat funkcije zadane donjim grafom.

Rj: 1−𝑒−2𝑠(2𝑠+1)
𝑠2(1−𝑒−2𝑠)

Primjer 30 (*)

Odredite ℒ {| sin 𝑡| 𝑢(𝑡)}. Rj: | sin 𝑡| 𝑢(𝑡) c s 1+𝑒−𝜋𝑠

(1+𝑠2)(1−𝑒−𝜋𝑠)
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Inverzna transformacija



Primjer 31
Riješi diferencijalnu jednadžbu s početnim uvjetom :

⎧
⎨
⎩

𝑓 ′′(𝑡) + 𝑓 ′(𝑡) = sin 𝑡 + 𝑒𝑡,

𝑓(0) = 0, 𝑓 ′(0) = 0.

32







Primjer 31
Riješi diferencijalnu jednadžbu s početnim uvjetom :

⎧
⎨
⎩

𝑓 ′′(𝑡) + 𝑓 ′(𝑡) = sin 𝑡 + 𝑒𝑡,

𝑓(0) = 0, 𝑓 ′(0) = 0.

Stavimo 𝑓(𝑡) c s𝐹 (𝑠). Pa vrijedi:
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Primjer 31
Riješi diferencijalnu jednadžbu s početnim uvjetom :

⎧
⎨
⎩

𝑓 ′′(𝑡) + 𝑓 ′(𝑡) = sin 𝑡 + 𝑒𝑡,

𝑓(0) = 0, 𝑓 ′(0) = 0.

Stavimo 𝑓(𝑡) c s𝐹 (𝑠). Pa vrijedi:

𝑓 ′(𝑡) c s𝑠𝐹 (𝑠) − 𝑓(0) = 𝑠𝐹 (𝑠)
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Primjer 31
Riješi diferencijalnu jednadžbu s početnim uvjetom :

⎧
⎨
⎩

𝑓 ′′(𝑡) + 𝑓 ′(𝑡) = sin 𝑡 + 𝑒𝑡,

𝑓(0) = 0, 𝑓 ′(0) = 0.

Stavimo 𝑓(𝑡) c s𝐹 (𝑠). Pa vrijedi:

𝑓 ′(𝑡) c s𝑠𝐹 (𝑠) − 𝑓(0) = 𝑠𝐹 (𝑠)

𝑓 ′′(𝑡) c s𝑠2𝐹 (𝑠) − 𝑠𝑓(0) − 𝑓 ′(0) = 𝑠2𝐹 (𝑠).
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Primjer 31
Riješi diferencijalnu jednadžbu s početnim uvjetom :

⎧
⎨
⎩

𝑓 ′′(𝑡) + 𝑓 ′(𝑡) = sin 𝑡 + 𝑒𝑡,

𝑓(0) = 0, 𝑓 ′(0) = 0.

Stavimo 𝑓(𝑡) c s𝐹 (𝑠). Pa vrijedi:

𝑓 ′(𝑡) c s𝑠𝐹 (𝑠) − 𝑓(0) = 𝑠𝐹 (𝑠)

𝑓 ′′(𝑡) c s𝑠2𝐹 (𝑠) − 𝑠𝑓(0) − 𝑓 ′(0) = 𝑠2𝐹 (𝑠).
Znamo i sin 𝑡 + 𝑒𝑡 c s 1

𝑠2+1 + 1
𝑠−1 . Stoga vrijedi

𝑠2𝐹 (𝑠) + 𝑠𝐹 (𝑠) = 1
𝑠2 + 1 + 1

𝑠 − 1 = 𝑠 + 𝑠2

(𝑠 − 1)(𝑠2 + 1)

odnosno 𝐹 (𝑠) = 1
(𝑠 − 1)(𝑠2 + 1) .
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Inverzna transformacija

Da bismo dobili rješenje diferencijalne jednadžbe još je potrebno odrediti funkciju 𝑓(𝑡)
za koju vrijedi 𝑓(𝑡) c s 1

(𝑠−1)(𝑠2+1) .

Primjer 32
Odredite funkciju 𝑓(𝑡) čiji je transformat 𝐹 (𝑠) = 1

(𝑠−1)(𝑠2+1) .
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Inverzna transformacija

Da bismo dobili rješenje diferencijalne jednadžbe još je potrebno odrediti funkciju 𝑓(𝑡)
za koju vrijedi 𝑓(𝑡) c s 1

(𝑠−1)(𝑠2+1) .

Primjer 32
Odredite funkciju 𝑓(𝑡) čiji je transformat 𝐹 (𝑠) = 1

(𝑠−1)(𝑠2+1) .
Rj: 1

(𝑠−1)(𝑠2+1)
s c 𝑒𝑡−cos 𝑡−sin 𝑡

2 𝑢(𝑡)
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Inverzna transformacija

Da bismo dobili rješenje diferencijalne jednadžbe još je potrebno odrediti funkciju 𝑓(𝑡)
za koju vrijedi 𝑓(𝑡) c s 1

(𝑠−1)(𝑠2+1) .

Primjer 32
Odredite funkciju 𝑓(𝑡) čiji je transformat 𝐹 (𝑠) = 1

(𝑠−1)(𝑠2+1) .
Rj: 1

(𝑠−1)(𝑠2+1)
s c 𝑒𝑡−cos 𝑡−sin 𝑡

2 𝑢(𝑡)

Stoga je rješenje prethodne diferencijalne jednadžbe 𝑓(𝑡) = 𝑒𝑡−cos 𝑡−sin 𝑡
2 𝑢(𝑡).
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Primjer 33
Pronađite original funkcije 𝐹 (𝑠) = 3𝑠+1

(𝑠−1)(𝑠2+1) .
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Primjer 33
Pronađite original funkcije 𝐹 (𝑠) = 3𝑠+1

(𝑠−1)(𝑠2+1) .
Rj: 3𝑠+1

(𝑠−1)(𝑠2+1)
s c(2𝑒𝑡 − 2 cos 𝑡 + sin 𝑡) 𝑢(𝑡)
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Primjer 33
Pronađite original funkcije 𝐹 (𝑠) = 3𝑠+1

(𝑠−1)(𝑠2+1) .
Rj: 3𝑠+1

(𝑠−1)(𝑠2+1)
s c(2𝑒𝑡 − 2 cos 𝑡 + sin 𝑡) 𝑢(𝑡)

Primjer 34
Pronađite originale donjih funkcija:

(a) 1
𝑠
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Primjer 33
Pronađite original funkcije 𝐹 (𝑠) = 3𝑠+1

(𝑠−1)(𝑠2+1) .
Rj: 3𝑠+1

(𝑠−1)(𝑠2+1)
s c(2𝑒𝑡 − 2 cos 𝑡 + sin 𝑡) 𝑢(𝑡)

Primjer 34
Pronađite originale donjih funkcija:

(a) 1
𝑠

s c𝑢(𝑡),

(b) 𝑠 − 2
(𝑠 − 2)2 + 1

34



Primjer 33
Pronađite original funkcije 𝐹 (𝑠) = 3𝑠+1

(𝑠−1)(𝑠2+1) .
Rj: 3𝑠+1

(𝑠−1)(𝑠2+1)
s c(2𝑒𝑡 − 2 cos 𝑡 + sin 𝑡) 𝑢(𝑡)

Primjer 34
Pronađite originale donjih funkcija:

(a) 1
𝑠

s c𝑢(𝑡),

(b) 𝑠 − 2
(𝑠 − 2)2 + 1

s c𝑒2𝑡 cos 𝑡 𝑢(𝑡),

(c) 1
(𝑠 + 5)2 + 1

34



Primjer 33
Pronađite original funkcije 𝐹 (𝑠) = 3𝑠+1

(𝑠−1)(𝑠2+1) .
Rj: 3𝑠+1

(𝑠−1)(𝑠2+1)
s c(2𝑒𝑡 − 2 cos 𝑡 + sin 𝑡) 𝑢(𝑡)

Primjer 34
Pronađite originale donjih funkcija:

(a) 1
𝑠

s c𝑢(𝑡),

(b) 𝑠 − 2
(𝑠 − 2)2 + 1

s c𝑒2𝑡 cos 𝑡 𝑢(𝑡),

(c) 1
(𝑠 + 5)2 + 1

s c𝑒−5𝑡 sin 𝑡 𝑢(𝑡),

(d) 𝑠𝑒−3𝑠

𝑠2 + 1

34



Primjer 33
Pronađite original funkcije 𝐹 (𝑠) = 3𝑠+1

(𝑠−1)(𝑠2+1) .
Rj: 3𝑠+1

(𝑠−1)(𝑠2+1)
s c(2𝑒𝑡 − 2 cos 𝑡 + sin 𝑡) 𝑢(𝑡)

Primjer 34
Pronađite originale donjih funkcija:

(a) 1
𝑠

s c𝑢(𝑡),

(b) 𝑠 − 2
(𝑠 − 2)2 + 1

s c𝑒2𝑡 cos 𝑡 𝑢(𝑡),

(c) 1
(𝑠 + 5)2 + 1

s c𝑒−5𝑡 sin 𝑡 𝑢(𝑡),

(d) 𝑠𝑒−3𝑠

𝑠2 + 1
s ccos(𝑡 − 3) 𝑢(𝑡 − 3),

(e) (𝑠 − 2)𝑒−3𝑠

(𝑠 − 2)2 + 1
34



Primjer 33
Pronađite original funkcije 𝐹 (𝑠) = 3𝑠+1

(𝑠−1)(𝑠2+1) .
Rj: 3𝑠+1

(𝑠−1)(𝑠2+1)
s c(2𝑒𝑡 − 2 cos 𝑡 + sin 𝑡) 𝑢(𝑡)

Primjer 34
Pronađite originale donjih funkcija:

(a) 1
𝑠

s c𝑢(𝑡),

(b) 𝑠 − 2
(𝑠 − 2)2 + 1

s c𝑒2𝑡 cos 𝑡 𝑢(𝑡),

(c) 1
(𝑠 + 5)2 + 1

s c𝑒−5𝑡 sin 𝑡 𝑢(𝑡),

(d) 𝑠𝑒−3𝑠

𝑠2 + 1
s ccos(𝑡 − 3) 𝑢(𝑡 − 3),

(e) (𝑠 − 2)𝑒−3𝑠

(𝑠 − 2)2 + 1
s c𝑒2(𝑡−3) cos(𝑡 − 3) 𝑢(𝑡 − 3).
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Primjer 35

Odredite original od 𝐹 (𝑠) = 𝑠𝑒−𝑠

16𝑠2−16𝑠+5 .

35





Primjer 35

Odredite original od 𝐹 (𝑠) = 𝑠𝑒−𝑠

16𝑠2−16𝑠+5 .
Rj: 𝑠𝑒−𝑠

16𝑠2−16𝑠+5
s c 1

16𝑒
𝑡−1

2 cos 𝑡−1
4 𝑢(𝑡 − 1) + 1

8𝑒
𝑡−1

2 sin 𝑡−1
4 𝑢(𝑡 − 1)
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Primjer 35

Odredite original od 𝐹 (𝑠) = 𝑠𝑒−𝑠

16𝑠2−16𝑠+5 .
Rj: 𝑠𝑒−𝑠

16𝑠2−16𝑠+5
s c 1

16𝑒
𝑡−1

2 cos 𝑡−1
4 𝑢(𝑡 − 1) + 1

8𝑒
𝑡−1

2 sin 𝑡−1
4 𝑢(𝑡 − 1)

Primjer 36 (DZ)

Odredite original od 𝐹 (𝑠) = (𝑠+1)𝑒−𝜋𝑠

𝑠2+𝑠+1 .
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Primjer 35

Odredite original od 𝐹 (𝑠) = 𝑠𝑒−𝑠

16𝑠2−16𝑠+5 .
Rj: 𝑠𝑒−𝑠

16𝑠2−16𝑠+5
s c 1

16𝑒
𝑡−1

2 cos 𝑡−1
4 𝑢(𝑡 − 1) + 1

8𝑒
𝑡−1

2 sin 𝑡−1
4 𝑢(𝑡 − 1)

Primjer 36 (DZ)

Odredite original od 𝐹 (𝑠) = (𝑠+1)𝑒−𝜋𝑠

𝑠2+𝑠+1 .
Rj:

[︁
𝑒− 𝑡−𝜋

2 cos
√

3
2 (𝑡 − 𝜋) + 1√

3𝑒− 𝑡−𝜋
2 sin

√
3

2 (𝑡 − 𝜋)
]︁

𝑢(𝑡 − 𝜋)
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Primjer 35

Odredite original od 𝐹 (𝑠) = 𝑠𝑒−𝑠

16𝑠2−16𝑠+5 .
Rj: 𝑠𝑒−𝑠

16𝑠2−16𝑠+5
s c 1

16𝑒
𝑡−1

2 cos 𝑡−1
4 𝑢(𝑡 − 1) + 1

8𝑒
𝑡−1

2 sin 𝑡−1
4 𝑢(𝑡 − 1)

Primjer 36 (DZ)

Odredite original od 𝐹 (𝑠) = (𝑠+1)𝑒−𝜋𝑠

𝑠2+𝑠+1 .
Rj:

[︁
𝑒− 𝑡−𝜋

2 cos
√

3
2 (𝑡 − 𝜋) + 1√

3𝑒− 𝑡−𝜋
2 sin

√
3

2 (𝑡 − 𝜋)
]︁

𝑢(𝑡 − 𝜋)

Primjer 37
Odredite original od 𝐹 (𝑠) = 1

𝑠2+4𝑠+3 .
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Primjer 35

Odredite original od 𝐹 (𝑠) = 𝑠𝑒−𝑠

16𝑠2−16𝑠+5 .
Rj: 𝑠𝑒−𝑠

16𝑠2−16𝑠+5
s c 1

16𝑒
𝑡−1

2 cos 𝑡−1
4 𝑢(𝑡 − 1) + 1

8𝑒
𝑡−1

2 sin 𝑡−1
4 𝑢(𝑡 − 1)

Primjer 36 (DZ)

Odredite original od 𝐹 (𝑠) = (𝑠+1)𝑒−𝜋𝑠

𝑠2+𝑠+1 .
Rj:

[︁
𝑒− 𝑡−𝜋

2 cos
√

3
2 (𝑡 − 𝜋) + 1√

3𝑒− 𝑡−𝜋
2 sin

√
3

2 (𝑡 − 𝜋)
]︁

𝑢(𝑡 − 𝜋)

Primjer 37
Odredite original od 𝐹 (𝑠) = 1

𝑠2+4𝑠+3 .

Rj: 𝑒−𝑡−𝑒−3𝑡

2
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Primjer 35

Odredite original od 𝐹 (𝑠) = 𝑠𝑒−𝑠

16𝑠2−16𝑠+5 .
Rj: 𝑠𝑒−𝑠

16𝑠2−16𝑠+5
s c 1

16𝑒
𝑡−1

2 cos 𝑡−1
4 𝑢(𝑡 − 1) + 1

8𝑒
𝑡−1

2 sin 𝑡−1
4 𝑢(𝑡 − 1)

Primjer 36 (DZ)

Odredite original od 𝐹 (𝑠) = (𝑠+1)𝑒−𝜋𝑠

𝑠2+𝑠+1 .
Rj:

[︁
𝑒− 𝑡−𝜋

2 cos
√

3
2 (𝑡 − 𝜋) + 1√

3𝑒− 𝑡−𝜋
2 sin

√
3

2 (𝑡 − 𝜋)
]︁

𝑢(𝑡 − 𝜋)

Primjer 37
Odredite original od 𝐹 (𝑠) = 1

𝑠2+4𝑠+3 .

Rj: 𝑒−𝑡−𝑒−3𝑡

2

Primjer 38 (DZ)
Odredite original od 𝐹 (𝑠) = 𝑠+1

𝑠2(𝑠−1)(𝑠−2) .
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Primjer 35

Odredite original od 𝐹 (𝑠) = 𝑠𝑒−𝑠

16𝑠2−16𝑠+5 .
Rj: 𝑠𝑒−𝑠

16𝑠2−16𝑠+5
s c 1

16𝑒
𝑡−1

2 cos 𝑡−1
4 𝑢(𝑡 − 1) + 1

8𝑒
𝑡−1

2 sin 𝑡−1
4 𝑢(𝑡 − 1)

Primjer 36 (DZ)

Odredite original od 𝐹 (𝑠) = (𝑠+1)𝑒−𝜋𝑠

𝑠2+𝑠+1 .
Rj:

[︁
𝑒− 𝑡−𝜋

2 cos
√

3
2 (𝑡 − 𝜋) + 1√

3𝑒− 𝑡−𝜋
2 sin

√
3

2 (𝑡 − 𝜋)
]︁

𝑢(𝑡 − 𝜋)

Primjer 37
Odredite original od 𝐹 (𝑠) = 1

𝑠2+4𝑠+3 .

Rj: 𝑒−𝑡−𝑒−3𝑡

2

Primjer 38 (DZ)
Odredite original od 𝐹 (𝑠) = 𝑠+1

𝑠2(𝑠−1)(𝑠−2) .

Rj: −3
4 − 1

2 𝑡 + 2
3𝑒𝑡 + 1

12𝑒−2𝑡
35



Teorem o konačnoj i početnoj vrijednosti

Pretpostavimo da 𝑓(𝑡) i 𝑓 ′(𝑡) obje imaju Laplaceov transformat definiran za sve
𝑠 > 0. Ako postoje limesi lim

𝑡→+∞
𝑓(𝑡) = 𝑓(+∞), lim

𝑠→0+
𝑠𝐹 (𝑠) i lim

𝑠→+∞
𝑠𝐹 (𝑠) onda

vrijedi

𝑓(+∞) = lim
𝑠 → 0+

𝑠𝐹 (𝑠) i 𝑓(0) = lim
𝑠 → +∞

𝑠𝐹 (𝑠)

gdje je 𝑓(𝑡) c s𝐹 (𝑠). Štoviše, isto vrijedi i čim 𝐹 (𝑠) nema polova za Re 𝑠 ⩾ 0.

Izvod na predavanju.

36







Teorem o konačnoj i početnoj vrijednosti

Pretpostavimo da 𝑓(𝑡) i 𝑓 ′(𝑡) obje imaju Laplaceov transformat definiran za sve
𝑠 > 0. Ako postoje limesi lim

𝑡→+∞
𝑓(𝑡) = 𝑓(+∞), lim

𝑠→0+
𝑠𝐹 (𝑠) i lim

𝑠→+∞
𝑠𝐹 (𝑠) onda

vrijedi

𝑓(+∞) = lim
𝑠 → 0+

𝑠𝐹 (𝑠) i 𝑓(0) = lim
𝑠 → +∞

𝑠𝐹 (𝑠)

gdje je 𝑓(𝑡) c s𝐹 (𝑠). Štoviše, isto vrijedi i čim 𝐹 (𝑠) nema polova za Re 𝑠 ⩾ 0.

Izvod na predavanju.
Primjer 39

Bez određivanja 𝑓(𝑡) odredite 𝑓(0) i 𝑓(+∞) pri čemu je 𝑓(𝑡) c s 2𝑠+5
𝑠(𝑠+7) .
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Teorem o konačnoj i početnoj vrijednosti

Pretpostavimo da 𝑓(𝑡) i 𝑓 ′(𝑡) obje imaju Laplaceov transformat definiran za sve
𝑠 > 0. Ako postoje limesi lim

𝑡→+∞
𝑓(𝑡) = 𝑓(+∞), lim

𝑠→0+
𝑠𝐹 (𝑠) i lim

𝑠→+∞
𝑠𝐹 (𝑠) onda

vrijedi

𝑓(+∞) = lim
𝑠 → 0+

𝑠𝐹 (𝑠) i 𝑓(0) = lim
𝑠 → +∞

𝑠𝐹 (𝑠)

gdje je 𝑓(𝑡) c s𝐹 (𝑠). Štoviše, isto vrijedi i čim 𝐹 (𝑠) nema polova za Re 𝑠 ⩾ 0.

Izvod na predavanju.
Primjer 39

Bez određivanja 𝑓(𝑡) odredite 𝑓(0) i 𝑓(+∞) pri čemu je 𝑓(𝑡) c s 2𝑠+5
𝑠(𝑠+7) .

Rj: 𝑓(0) = 2, 𝑓(+∞) = 5
7
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Konvolucija



Motivacija

Prisjetimo se: ℒ {𝑡} =
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Motivacija

Prisjetimo se: ℒ {𝑡} = 1
𝑠2 ,

ali pazi! ℒ {︀
𝑡2}︀

= ℒ {𝑡 · 𝑡} =
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Motivacija

Prisjetimo se: ℒ {𝑡} = 1
𝑠2 ,

ali pazi! ℒ {︀
𝑡2}︀

= ℒ {𝑡 · 𝑡} = 2
𝑠3 ̸= ℒ {𝑡} · ℒ {𝑡}.

ZAPAMTI!

Ako je 𝑓(𝑡) c s𝐹 (𝑠) i 𝑔(𝑡) c s𝐺(𝑠) onda NE VRIJEDI pravilo:

𝑓(𝑡) · 𝑔(𝑡) c s𝐹 (𝑠) · 𝐺(𝑠)
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Motivacija

Prisjetimo se: ℒ {𝑡} = 1
𝑠2 ,

ali pazi! ℒ {︀
𝑡2}︀

= ℒ {𝑡 · 𝑡} = 2
𝑠3 ̸= ℒ {𝑡} · ℒ {𝑡}.

ZAPAMTI!

Ako je 𝑓(𝑡) c s𝐹 (𝑠) i 𝑔(𝑡) c s𝐺(𝑠) onda NE VRIJEDI pravilo:

𝑓(𝑡) · 𝑔(𝑡) c s𝐹 (𝑠) · 𝐺(𝑠)

Kojoj operaciji u gornjoj domeni odgovara množenje transformata u donjoj?
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Konvolucija

Definicija
Ako su 𝑓(𝑡) i 𝑔(𝑡) dvije funkcije za koje vrijedi 𝑓(𝑡) = 𝑔(𝑡) = 0 za 𝑡 < 0 onda
definiramo konvoluciju funkcija 𝑓 i 𝑔 u oznaci 𝑓 * 𝑔 kao funkciju

(𝑓 * 𝑔)(𝑡) =
ˆ 𝑡

0
𝑓(𝜏)𝑔(𝑡 − 𝜏) d𝜏 .
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Konvolucija

Definicija
Ako su 𝑓(𝑡) i 𝑔(𝑡) dvije funkcije za koje vrijedi 𝑓(𝑡) = 𝑔(𝑡) = 0 za 𝑡 < 0 onda
definiramo konvoluciju funkcija 𝑓 i 𝑔 u oznaci 𝑓 * 𝑔 kao funkciju

(𝑓 * 𝑔)(𝑡) =
ˆ 𝑡

0
𝑓(𝜏)𝑔(𝑡 − 𝜏) d𝜏 .

Ako je 𝑓(𝑡) c s𝐹 (𝑠) i 𝑔(𝑡) c s𝐺(𝑠) onda vrijedi

(𝑓 * 𝑔)(𝑡) c s𝐹 (𝑠)𝐺(𝑠).

Bez izvoda.
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Primjer 40
Neka je 𝑔(𝑡) = 𝑔[0,1](𝑡). Odredite 𝑔 * 𝑔 direktnim računom. Zatim se uvjerite da

vrijedi ℒ {𝑔 * 𝑔} = ℒ {𝑔} ℒ {𝑔}.
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Primjer 40
Neka je 𝑔(𝑡) = 𝑔[0,1](𝑡). Odredite 𝑔 * 𝑔 direktnim računom. Zatim se uvjerite da

vrijedi ℒ {𝑔 * 𝑔} = ℒ {𝑔} ℒ {𝑔}. Rj: (𝑔[0,1] * 𝑔[0,1])(𝑡) =

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝑡, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1
2 − 𝑡, 1 ⩽ 𝑡 ⩽ 2
0, inače.

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/6a/Convolution_of_box_signal_with_itself2.gif
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Primjer 40
Neka je 𝑔(𝑡) = 𝑔[0,1](𝑡). Odredite 𝑔 * 𝑔 direktnim računom. Zatim se uvjerite da

vrijedi ℒ {𝑔 * 𝑔} = ℒ {𝑔} ℒ {𝑔}. Rj: (𝑔[0,1] * 𝑔[0,1])(𝑡) =

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝑡, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1
2 − 𝑡, 1 ⩽ 𝑡 ⩽ 2
0, inače.

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/6a/Convolution_of_box_signal_with_itself2.gif

Primjer 41
Neka je 𝑓(𝑡) = 𝑒−𝑡𝑢(𝑡) i 𝑔(𝑡) = 𝑔[0,1](𝑡). Odredite 𝑓 * 𝑔 direktnim računom. Zatim se
uvjerite da vrijedi ℒ {𝑓 * 𝑔} = ℒ {𝑓} ℒ {𝑔}.
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Primjer 40
Neka je 𝑔(𝑡) = 𝑔[0,1](𝑡). Odredite 𝑔 * 𝑔 direktnim računom. Zatim se uvjerite da

vrijedi ℒ {𝑔 * 𝑔} = ℒ {𝑔} ℒ {𝑔}. Rj: (𝑔[0,1] * 𝑔[0,1])(𝑡) =

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝑡, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1
2 − 𝑡, 1 ⩽ 𝑡 ⩽ 2
0, inače.

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/6/6a/Convolution_of_box_signal_with_itself2.gif

Primjer 41
Neka je 𝑓(𝑡) = 𝑒−𝑡𝑢(𝑡) i 𝑔(𝑡) = 𝑔[0,1](𝑡). Odredite 𝑓 * 𝑔 direktnim računom. Zatim se
uvjerite da vrijedi ℒ {𝑓 * 𝑔} = ℒ {𝑓} ℒ {𝑔}.

Rj: (𝑓 * 𝑔)(𝑡) =

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0, 𝑡 < 0,

1 − 𝑒−𝑡, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1
(𝑒 − 1)𝑒−𝑡, 𝑡 > 1.

https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/b/b9/Convolution_of_spiky_function_with_box2.gif
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Primjer 42

Odredite original transformata 𝐹 (𝑠) = 𝑠

(𝑠2 + 1)2 .
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Primjer 42

Odredite original transformata 𝐹 (𝑠) = 𝑠

(𝑠2 + 1)2 .

Rj: 𝑠

(𝑠2 + 1)2 = 𝑠

𝑠2 + 1 · 1
𝑠2 + 1

s c(sin * cos)(𝑡) = 1
2 𝑡 sin 𝑡 𝑢(𝑡)

Primjer 43
Izračunajte 𝑒𝑡 * 𝑒𝑡 i direktno i preko Laplaceovih transformata.
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Primjer 42

Odredite original transformata 𝐹 (𝑠) = 𝑠

(𝑠2 + 1)2 .

Rj: 𝑠

(𝑠2 + 1)2 = 𝑠

𝑠2 + 1 · 1
𝑠2 + 1

s c(sin * cos)(𝑡) = 1
2 𝑡 sin 𝑡 𝑢(𝑡)

Primjer 43
Izračunajte 𝑒𝑡 * 𝑒𝑡 i direktno i preko Laplaceovih transformata. Rj: 𝑡𝑒𝑡 𝑢(𝑡)
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Rješavanje diferencijalnih i
integralnih jednadžbi



Tehnika Laplaceove transformacije pomaže nam rješiti:

• Linearne diferencijalne jednadžbe s konstantnim koeficijentima

npr.

⎧
⎨
⎩

𝑦′′(𝑡) + 𝑦(𝑡) = sin(𝑡)𝑢(𝑡)
𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) = 2
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Tehnika Laplaceove transformacije pomaže nam rješiti:

• Linearne diferencijalne jednadžbe s konstantnim koeficijentima

npr.

⎧
⎨
⎩

𝑦′′(𝑡) + 𝑦(𝑡) = sin(𝑡)𝑢(𝑡)
𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) = 2

• Linearne integralne jednadžbe konvolucijskog tipa

npr. 𝑦(𝑡) = 𝑡2 +
ˆ 𝑡

0
sin 𝜏 𝑦(𝑡 − 𝜏) d𝜏

41



Tehnika Laplaceove transformacije pomaže nam rješiti:

• Linearne diferencijalne jednadžbe s konstantnim koeficijentima

npr.

⎧
⎨
⎩

𝑦′′(𝑡) + 𝑦(𝑡) = sin(𝑡)𝑢(𝑡)
𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) = 2

• Linearne integralne jednadžbe konvolucijskog tipa

npr. 𝑦(𝑡) = 𝑡2 +
ˆ 𝑡

0
sin 𝜏 𝑦(𝑡 − 𝜏) d𝜏

• Integro-diferencijalne jednadžbe

npr.

⎧
⎪⎨
⎪⎩

𝑦′(𝑡) − 𝑦(𝑡) +
ˆ 𝑡

0
𝑦(𝜏)𝑒−𝑡 d𝜏 = cos 𝑡 𝑢(𝑡)

𝑦(0) = 3
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Linearne diferencijalne jednadžbe s konstantnim koeficijentima

Primjer 44
Riješite jednadžbu: ⎧

⎨
⎩

𝑦′′(𝑡) + 𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡)
𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 0

pri čemu je funkcija 𝑓(𝑡) = 𝑢(𝑡).

42





Linearne diferencijalne jednadžbe s konstantnim koeficijentima

Primjer 44
Riješite jednadžbu: ⎧

⎨
⎩

𝑦′′(𝑡) + 𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡)
𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 0

pri čemu je funkcija 𝑓(𝑡) = 𝑢(𝑡). Rj: 𝑦(𝑡) = (1 − cos 𝑡) 𝑢(𝑡)

Primjer 45 (*)
Ako je 𝑓(𝑡) proizvoljna funkcija, kako bismo zapisali opće rješenje gornje

diferencijalne jednadžbe?
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Linearne diferencijalne jednadžbe s konstantnim koeficijentima

Primjer 44
Riješite jednadžbu: ⎧

⎨
⎩

𝑦′′(𝑡) + 𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡)
𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 0

pri čemu je funkcija 𝑓(𝑡) = 𝑢(𝑡). Rj: 𝑦(𝑡) = (1 − cos 𝑡) 𝑢(𝑡)

Primjer 45 (*)
Ako je 𝑓(𝑡) proizvoljna funkcija, kako bismo zapisali opće rješenje gornje

diferencijalne jednadžbe? Rj: 𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡) * sin 𝑡 =
ˆ 𝑡

0
𝑓(𝜏) sin(𝜏 − 𝑡) d𝜏

42



Primjer 46
Riješite jednadžbu: ⎧

⎨
⎩

𝑦′′(𝑡) + 𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡)
𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) = 2

pri čemu je funkcija 𝑓(𝑡) = 𝑢(𝑡).
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Primjer 46
Riješite jednadžbu: ⎧

⎨
⎩

𝑦′′(𝑡) + 𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡)
𝑦(0) = 1, 𝑦′(0) = 2

pri čemu je funkcija 𝑓(𝑡) = 𝑢(𝑡). Rj: 𝑦(𝑡) = (1 + 2 sin 𝑡) 𝑢(𝑡)
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Linearne integralne jednadžbe konvolucijskog tipa

Primjer 47
Riješite jednadžbu:

𝑦(𝑡) = 𝑡2 +
ˆ 𝑡

0
sin 𝜏 𝑦(𝑡 − 𝜏) d𝜏 .
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Linearne integralne jednadžbe konvolucijskog tipa

Primjer 47
Riješite jednadžbu:

𝑦(𝑡) = 𝑡2 +
ˆ 𝑡

0
sin 𝜏 𝑦(𝑡 − 𝜏) d𝜏 .

Rj: 𝑦(𝑡) =
(︁
𝑡2 + 𝑡4

12

)︁
𝑢(𝑡)
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Integro-diferencijalne jednadžbe

Primjer 48
Riješite jednadžbu:

⎧
⎪⎨
⎪⎩

𝑦′(𝑡) − 𝑦(𝑡) +
ˆ 𝑡

0
𝑦(𝜏) sin(𝑡 − 𝜏) d𝜏 = cos 𝑡

𝑦(0) = 0.
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Integro-diferencijalne jednadžbe

Primjer 48
Riješite jednadžbu:

⎧
⎪⎨
⎪⎩

𝑦′(𝑡) − 𝑦(𝑡) +
ˆ 𝑡

0
𝑦(𝜏) sin(𝑡 − 𝜏) d𝜏 = cos 𝑡

𝑦(0) = 0.

Rj: 𝑦(𝑡) = 2√
3

𝑒𝑡/2 sin
(︃√

3
2 𝑡

)︃
𝑢(𝑡)
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